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5.3. Definicion de las Restricciones.
5.3.1. Introduccion.

Partiendo de la base que para definir la posicidn y orientacidén de cuerpo en plano se van
a utilizar dos coordenadas de posicién y una coordenada angular, en esta seccidn se
desarrolla una serie de restricciones. Se consideran tanto restricciones absolutas, 1las
que pueden existir entre un cuerpo mévil y el fijo, como relativas, las que existen entre
cuerpos moviles. Las restricciones desarrolladas incluyen restricciones puntuales y de
orientacioén: absolutas y relativas, y las restricciones correspondientes a 1los pares
giratorios y prismaticos. Ademas, y con el fin de controlar el movimiento de los sistemas
mecanicos, se introducen una serie de restricciones de conduccion.

5.3.2. Conceptos Basicos en Cinematica Plana.

La cinematica, como estudio del movimiento, es util por dos razones. Por una parte, porque
con frecuencia en ingenieria mecdnica es necesario generar, transmitir, o controlar el
movimiento mediante el uso de levas, engranajes, y mecanismos de barras. Y por otra parte,
también a menudo es necesario determinar la respuesta dinamica de un sistema de cuerpos
interconectados resultante de un conjunto de fuerzas aplicadas, formulando y resolviendo
las ecuaciones del movimiento, siendo imprescindible para conseguir este objetivo tener
cuantificada la cinematica del sistema.

En esta seccidn se recuerda el concepto de cuerpo rigido, se define el concepto de sistema
de referencia fijo con un cuerpo. Se define de nuevo, el concepto de mecanismo y de
cinemdtica, y se recuerda la distincidn existente entre andlisis y sintesis. Se introduce
el concepto de coordenadas generalizadas, como conjunto de variables que especifican de
forma univoca la posicidén y orientacion de todos los cuerpos que forman parte de un
mecanismo. Se distingue entre coordenadas generalizadas independientes y dependientes, vy
se indica la forma de representar en esta asignatura a las coordenadas generalizadas que
describen 1la configuracion del sistema que se esta analizando. Se 1indica que para
determinar la configuracidén del sistema es necesario definir un sistema de referencia fijo
con cada uno de los cuerpos que lo forman, y que de esta forma cualquier cuerpo se puede
localizar en el plano especificando las coordenadas globales de posicidon del origen de su
sistema de referencia y el angulo que define la rotacién de ese sistema respecto del
sistema global. Se indica como de esta forma se definira el vector columna de las
coordenadas generalizadas correspondientes a ese cuerpo. Se establece la relacidn entre el
vector de coordenadas generalizadas de cada cuerpo y el del sistema completo, indicandose
que esas coordenadas no son independientes sino que estan relacionadas por ecuaciones de
restriccion.

Por otra parte se define el concepto de restriccion cinemdtica entre dos cuerpos, como las
condiciones impuestas sobre el movimiento relativo de ambos. Se indica que cuando esas
condiciones estan expresadas mediante ecuaciones algebraicas en términos de 1las
coordenadas generalizadas, reciben el nombre de ecuaciones de restriccion cinemdticas
holonomicas, y se indica la forma de representarlas. Se distingue entre restricciones
temporales y restricciones estacionarias. Por ultimo se definen las restricciones no
holonomicas como aquellas ecuaciones que contienen desigualdades o relaciones entre
componentes de velocidad.

A continuacién se indica que el fundamento analitico del andlisis cinematico ayudado por
ordenador es una biblioteca de pares que restringen el movimiento de un cuerpo o el
movimiento relativo entre pares de cuerpos. Y se insiste en una idea que es absolutamente
fundamental, y es que las ecuaciones algebraicas de restriccidén asociadas a cada uno de
esos pares deben ser totalmente equivalentes al par fisico. Se comenta que a menudo las
ecuaciones de restriccidn se obtienen a partir de la geometria del par, es decir que 1la
geometria de par implica a la ecuacidn de restricciodn. Pero que esto no es suficiente, 1las
ecuaciones de restriccién también tienen que implicar a la geometria del par. Es decir,
que esta aplicacidén debe ser en términos matematicos biunivoca. Si no se formulan de esta
forma el modelo matematico que se resuelve no definira el movimiento real del sistema. En
cualquier caso, sobre este asunto se insistira cuando se desarrollen cada una de las
restricciones.
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Se define el concepto de grados de Llibertad (GDL) de un sistema mecdnico o movilidad, como
la diferencia entre el numero de coordenadas generalizadas definidas en él, y el numero de
ecuaciones de restriccion holondmicas definidas por los pares que lo forman. De esta forma
se introduce la idea que las ecuaciones de restriccidén no son suficientes en numero para
determinar todas las coordenadas generalizadas asociadas al sistema, es decir su
movimiento. Con 1lo que se 1indica que para determinar el movimiento del sistema, el
ingeniero debe definir: (1) o bien un numero GDL de condiciones adicionales de conducciodn
que permitan univocamente determinar 1las coordenadas generalizadas algebraicamente
(andlisis cinemdtico); (2) o bien las fuerzas que actuian sobre el sistema, en cuyo caso el
vector de coordenadas generalizadas es la solucidon de las ecuaciones diferenciales del
movimiento (analisis dinamico).

A continuacidon se procede a desarrollar las ecuaciones en las que se basa el analisis
cinematico, suponiendo por lo tanto que se han definido un numero GDL de restricciones de
conduccion. Se puntualiza que a este tipo de sistemas se les denomina cinematicamente
conducidos. Se define el vector de restricciones del sistema, que 1incluye 1las
restricciones cinematicas y las de conduccidn, y se indica que este vector igualado a cero
constituye el sistema de ecuaciones que habra que resolver numéricamente para solucionar
el problema de posicion. Se indica que el vector de coordenadas generalizadas que se
obtiene no se puede derivar temporalmente para obtener los vectores de velocidades vy
aceleraciones generalizadas, al haber sido obtenido de forma numérica. Con lo que para
plantear el problema de velocidad es necesario derivar las ecuaciones de restricciodn
utilizando 1la regla de 1la cadena, obteniéndose 1la ecuacion vectorial de velocidad,
indicandose la forma habitual de expresarla, e indicando que a la matriz de coeficiente se
la denomina matriz jacobiana. Se indica a continuacidén que para plantear el problema de
aceleracion es necesario derivar las ecuaciones de velocidad utilizando la regla de 1la
cadena, obteniéndose la ecuacion vectorial de aceleracidon, indicandose la forma habitual
de expresarla, e indicando de nuevo que a la matriz de coeficientes se la denomina matriz
jacobiana.

Seguidamente se comenta que la matriz jacobiana que aparece en las ecuaciones de velocidad
y aceleracidn juega un papel fundamental en la teoria y métodos numéricos de la cinematica
y de la dindamica de mecanismos. Se indica que aunque podria ensamblarse directamente para
todo el mecanismo usando las definiciones del calculo matricial desarrollado en wuna
seccidén previa, se ensamblara de una forma sistematica para cada una de las restricciones
que se consideran en las siguientes secciones. Se insiste en que sin ninguna duda esta
matriz es la mds importante matriz que se utiliza en la cinemdtica y dinamica de 1los
sistemas mecanicos restringidos. Se ponen dos ejemplos, que aunque son mecanismos
elementales, ilustran el método basado en las ecuaciones de restriccién (MER) para la
formulacion y solucidén de las ecuaciones cinemdticas de los sistemas mecanicos generales.
El resto de esta seccidén se dedica a la derivacidon de una biblioteca de restricciones
cinematicas entre pares de cuerpos, que permitiran resolver un amplio rango de tipos de
mecanismos y maquinas. Se indica que a 1las ecuaciones de restriccidén cinematicas
resultantes se les acoplaran las restricciones de conduccidén que determinaran de forma
unica el movimiento del sistema.

Con el fin de facilitar la interpretacidén de 1los desarrollos que se hacen en 1las
siguientes secciones, se insiste en que se debe tener en cuenta que el objetivo del
analisis cinematico ayudado por ordenador es la creacidn de un método sistematico para la
formulacion y resolucién de 1las ecuaciones cinemdaticas que pueda implementarse en un
computadora digital. Y que sd6lo si se adopta un planteamiento sistematico podra el
ingeniero delegar en 1la computadora el arduo trabajo de 1la derivacidén analitica
relacionada con el andlisis. Es este objetivo el que provoca la aparicién de matrices
excesivamente grandes, como las que se encuentran en algunos ejemplos. En cualquier caso,
se indica que las matrices jacobianas que se definen en muchos de los mecanismos que se
analizan contienen muchos ceros y unos, y que esta estructura elemental se puede
aprovechar adecuadamente para resolver de forma eficiente las ecuaciones de posiciodn,
velocidad y aceleracidén del analisis cinematico.

Teniendo en cuenta lo largo del desarrollo que viene a continuacidén, no es posible
desarrollar con todo detalle todas 1las ecuaciones de restriccidén cinematicas y de
conduccidn se hace preciso seleccionar algunas, tanto cinematicas como de conduccion,
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desarrollandolas con todo detalle, mostrando el procedimiento adecuado, y en los demas
casos proporcionar las correspondientes ecuaciones tabuladas adecuadamente, para que sea
posible formular mediante ellas los ejercicios que se propongan.

Las coordenadas generalizadas se designan en este texto con el vector columna
q = [9,, 9,, -, 9,1 » donde NC es el ndmero total de coordenadas utilizadas para

describir la configuracidn del sistema.

Se define un sistema de referencia X'— y' en cada uno de los cuerpos del sistema. El
T

cuerpo i puede localizarse especificando las coordenadas globales I = bg yL del origen

del sistema de referencia x',— y', definido en él, y el angulo ¢, de rotacién de dicho

T
sistema respecto del sistema de referencia global x — y. El vector (Q; ==[XL, Yis d%] es

el vector de coordenadas generalizadas cartesianas correspondiente al cuerpo i .
Utilizando coordenadas generalizadas cartesianas para cada cuerpo del sistema, se esta
definiendo un conjunto de coordenadas no reducido (maximo) para especificar la posicién y
orientacidn de cada cuerpo en el sistema.
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Imagen 4.33. Coordenadas generalizadas cartesianas correspondientes al
cuerpo i .

Si el mecanismo plano esta formado por nb componentes moviles, el vector de coordenadas
T
generalizadas del sistema lo representaremos mediante q = [ql, qz, ey qlb] . Ya que los

cuerpos rigidos que forman el mecanismo estan interconectados mediante pares cinematicos,
existiran ecuaciones de restriccidén que relacionaran las coordenadas generalizadas. Por 1lo
tanto, 1las coordenadas generalizadas cartesianas son generalmente dependientes (no
independientes).

Una restriccidén cinematica entre dos cuerpos impone condiciones sobre el movimiento
relativo entre ellos. Cuando esas condiciones estdan expresadas como ecuaciones algebraicas
en funcidén de las coordenadas generalizadas, se les denomina ecuaciones de restricciodn
cinematicas holonémicas. Un sistema de nh ecuaciones de restriccién cinemdticas
holonémicas que no dependen explicitamente del tiempo se puede expresar como:

D (q) = [df(q), e GQ&(q)}T:: ©. Este tipo de vrestricciones se les denomina

restricciones estacionarias.
Si el tiempo aparece explicitamente, como en el caso de acoplamientos cinematicos
dependientes del tiempo, ®"“(q,t) = @, donde t representa el tiempo, a las restricciones se

les denomina restricciones dependientes del tiempo.

Existe un tipo de ecuaciones de restriccidén mas generales que contienen desigualdades en
funcién de componentes de velocidad que se denominan restricciones no holondémicas. En
estas notas de clase se wutilizarda el término restriccidén para referir restricciones
holondmicas, a no ser que se indique lo contrario.
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La base analitica del andlisis cinemdtico ayudado por ordenador consiste en una biblioteca
de pares que restringen el movimiento de un cuerpo o el movimiento relativo de un par de
cuerpos. Se deben obtener ecuaciones algebraicas de restriccidén que sean equivalentes a
los pares fisicos existentes.

Si nc > nh, es decir si el numero total de coordenadas es superior al numero de
ecuaciones de restriccion holondmicas, estas ecuaciones de restriccidn no son suficientes
en numero para determinar q . Este suele ser la situacién mas usual, ya que un sistema

mecanico normalmente ha sido designado para permitir el movimiento, lo cual le distingue
de una estructura, cuya funcidn es transmitir cargas y evitar el movimiento.

Si las restricciones son consistentes e independientes, entonces se dice que el sistema
tiene movilidad igual a nc — nh, es decir M = nc — nh.

Para determinar el movimiento de un sistema, el ingeniero debe definir: (1) o bien un
numero Mde condiciones adicionales de conduccién que permitan univocamente determinar
q(t) algebraicamente (andlisis cinemdtico); (2) o bien las fuerzas que actuan sobre el

sistema, en cuyo caso q(t) es la solucién de las ecuaciones diferenciales del movimiento
(andlisis dinamico).

Si se han especificado un numeroM de restricciones de conduccidon independientes, que se
representaran mediante ®°(q,t) = @, sera posible determinar la configuracion del sistema

como una funcidén del tiempo. Es decir, las restricciones combinadas

oa) | _

D(q, t) = c
(DD(q, _t) Ec. 3.1.4

podran resolverse para obtener q(t). De un sistema de este tipo se dira que es un sistema
conducido cinematicamente.

Si se supone que se han utilizado métodos numéricos para resolver el sistema de ecuaciones
previo y obtener q para instantes de tiempo discretos, ya que g no se conoce
explicitamente como funcién del tiempo, no podra diferenciarse para obtener qo q. Una
alternativa que es adecuada para obtener valores numéricos, consiste en utilizar la regla
de la cadena de la diferenciacion y evaluar las derivadas de ambos miembros de la ecuaciodn
vectorial de 1las restricciones con respecto al tiempo para obtener 1la ecuacidn de
velocidad:

® =g+ D, =0

O\

Oq=-0, =v Ec. 3.1.9

Si @, es una matriz no singular, esta ecuacién vectorial se podra resolver y obtener los

valores de qQ en instantes discretos de tiempo.

De forma similar, ambos miembros de 1la ecuacidn anterior se pueden diferenciar con
respecto al tiempo, utilizando de nuevo la regla de la cadena, para obtener:

Cin:i + (Cqu)qq + CDqtq = —Cthq - d,,

donde con el fin de aplicar la regla de la cadena todas las variables se consideran

independientes, en particular q, = 0. Ya que @, = O este resultado se puede

tq qt ?

reordenar para obtener la ecuacidén de aceleraciodn.

q)qq — _(®qq)qq o 2(Dq‘tq o (I)tt — y Ec. 3.1.10
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Si ®, es una matriz no singular, esta ecuacidén vectorial se podra resolver y obtener los
valores de g en instantes discretos de tiempo.

La matriz @  que aparece en las ecuaciones de velocidad y aceleracidén juega un papel

fundamental en la teoria y métodos numéricos de 1la cinematica y de 1la dinamica de
mecanismos. Se 1le denomina matriz jacobiana, o simplemente jacobiano. Aunque podria
ensamblarse facilmente usando 1las definiciones del cdlculo matricial desarrollado, se
ensamblara de una forma sistematica para cada una de las restricciones que se consideran
mas tarde en este capitulo. Sin ninguna duda, esta matriz es la mas importante matriz que
se utiliza en la cinematica y dinamica de los sistemas mecanicos restringidos.

La evaluacidon de los segundos miembros de la ecuacidén de aceleracidn necesita el calculo
de derivadas segundas. Para ser mas especificos:

[ 52D,
b, = ot
L t nhx1
2o,
R
L qj nhxnc
y
. 0 00, SICACEY
(@) = |- Q. =>a)| = .
a7 qu k=1 aqk ‘ nexne 'Zanaqk k ncxnc

Los Ejemplos 1 (3.1.1) y 2 (3.1.2), aunque tratan mecanismos elementales, ilustran una
aproximacion que se utiliza a lo largo del texto para la formulacidén y solucidn de las
ecuaciones cinematicas de los sistemas mecdanicos generales. El1 resto del tema se dedica a
la derivacidén de una biblioteca de restricciones cinematicas entre pares de cuerpos que se
podran utilizar para ensamblar las ecuaciones cinematicas de un amplio rango de clases de
mecanismos y maquinas. A las ecuaciones de restriccidon cinematicas resultantes se les
acoplaran las restricciones de conduccidén que determinaran de forma unica el movimiento
del sistema.

Como una ayuda adicional en la interpretacidén de los desarrollos que siguen, el alumno
debe tener en cuenta el objetivo del andlisis cinematico ayudado por ordenador es la
creacion de un método sistematico para la formulacidon y resolucidn de 1las ecuaciones
cinematicas que pueda implementarse en un computador digital. Solo si se adopta un
planteamiento sistematico podra el ingeniero delegar en el computador el arduo trabajo de
la derivacion analitica relacionada con el andlisis. Es este objetivo el causante de 1la
aparicion de matrices excesivamente grandes, como las que se encuentran en el Ejemplo 2
(3.1.2). El lector deberia tener en cuenta que la matriz Jacobiana @ , obtenida para el

mecanismo deslizadera manivela, contiene muchos ceros y unos. Esta estructura elemental se
explota para resolver de forma eficiente 1las ecuaciones de posicidon, velocidad vy
aceleracidon del analisis cinematico.

5.3.3. Restricciones Absolutas.

En esta seccidon se desarrollan las ecuaciones correspondientes a las restricciones que
pueden existir entre un cuerpo mévil y el cuerpo fijo. Estas ecuaciones de restriccidn
estaran expresadas unicamente en funcidén de las coordenadas generalizadas de un solo
cuerpo. Se consideran tres tipos de restricciones: la restriccion distancia absoluta, 1la
restriccion posicion absoluta, y la restriccion angular absoluta.

En muchos mecanismos, el movimiento de un cuerpo esta restringido con respecto al cuerpo
fijo, es decir respecto al sistema de referencia x — y estacionario. En este caso, las

ecuaciones de restriccion deberan expresarse como relaciones entre 1las coordenadas

generalizadas correspondientes a un unico cuerpo, al no existir ningun cuerpo adicional en
movimiento.
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5.3.4. Restricciones Relativas.

En esta seccidén se desarrollan las ecuaciones correspondientes a las restricciones mas
habituales que pueden existir entre dos cuerpos méviles que estan conectados mediante
pares. Estas ecuaciones de restriccidén estaran expresadas unicamente en funcion de las
coordenadas generalizadas correspondientes a los dos cuerpos. La técnica empleada para 1la
formulacion de las ecuaciones de restriccion cinematicas correspondientes a los pares que
se consideran es esta seccidén, se podra aplicar para la formulacién de las ecuaciones
correspondientes a otros tipos de pares.

Se insiste en que el objetivo de cada par de los considerados es definir un conjunto de
ecuaciones de restriccidn algebraicas que sean “equivalentes al par fisico”. Es importante
que las ecuaciones empleadas impliquen a 1las restricciones de posicidén relativa vy
orientacién impuestas por el par fisico, para que dicho par este adecuadamente
representado por esas ecuaciones. Se 1insiste en que es facil escribir ecuaciones estan
implicadas por la geometria de la par, pero que no implican dicha geometria. Si se definen
de esta forma, el modelo computacional no representara la cinematica del sistema real, y
ademas apareceran dificultades numéricas en el proceso de solucidn.

Se consideran tres conjuntos de restricciones. Un primer conjunto denominado restricciones
relativas en coordenadas, que incluye: (1) 1la restriccién relativa en x; (2) 1la
restriccién relativa en y; (3) la restriccién relativa en dngulo; y (4) la restriccién
distancia relativa. Se proporcionan algunos ejemplos.

Un segundo conjunto que corresponde a los pares giratorio y prismdtico. En este caso se
indica que para tratar con restricciones complejas entre cuerpos, resulta de wutilidad
dibujar figuras que ayuden en el desarrollo de las ecuaciones vectoriales que definen 1las
restricciones. Se proporcionan algunos ejemplos.

Las restricciones descritas en la seccidén previa imponen restricciones en el movimiento de
un unico cuerpo respecto al cuerpo fijo. En muchos sistemas cinemdticos, las restricciones
estan definidas sobre 1la posicién y orientacién relativa de dos cuerpos que estan
conectados por pares cinematicos. En esta seccidén, se foérmulas las restricciones
correspondientes a los pares cinematicos mas comunmente utilizados. La técnica que se
emplea para formular las ecuaciones de restriccidén cinematicas para esos pares puede ser
utilizada en la mayoria de los pares de propdsito especial que se utilizan comunmente.

El objetivo para cada par de los considerados es definir un conjunto de ecuaciones
algebraicas de restriccidon que sean equivalentes al par fisicamente definido. Ya que el
par fisico va a ser representado por ecuaciones de restriccidén, es importante que las
ecuaciones empleadas impliquen directamente las restricciones sobre posicidén y orientaciodn
impuestas por el par fisico. Es facil formular ecuaciones que se deducen a partir de la
geometria de par, pero a partir de las cuales no tiene porque deducir exactamente 1la
geometria de dicho par. Si se comete este error, el modelo computacional fallara al
representar la cinematica fisica real, y apareceran dificultades numéricas.

(Todas las secciones anteriores estan pendientes de desarrollo)
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